Universidade Federal do Rio Grande — FURG
PRUDUGAU 222 Mostra da Producao Universitaria — MPU
2 Rio Grande/RS, Brasil, 25 a 27 de outubro de 2023
UNIVERSITARIA ISSN: 2317-4420

UTILIZACAO DA MATRIZ JACOBIANA PARA ANALISE LOCAL DOS PONTOS
CRITICOS DAS EQUACOES DE LOTKA-VOLTERRA

SILVA, Francine Esquerdo da.

MENEGHETTI, André
franzinha_esquerdo@hotmail.com
Universidade Federal do Rio Grande

Palavras-chave: Matriz Jacobiana; Lotka-Volterra; Sistemas; EDO’s; Auto-funcgdes.

1 INTRODUGCAO

Neste trabalho, apresentamos uma aplicagdo para a matriz Jacobiana, que é
a matriz formada pelas derivadas parciais de primeira ordem de uma fung¢ao veto-
rial. O sistema de equacdes diferenciais de Lotka-Volterra € utilizado para modelar
um sistema predador-presa simplificado. Para desenvolver a aplicacdo, os pontos de
equilibrio do sistema s&o encontrados e a matriz Jacobiana é utilizada para entender
as solugbes préximas a estes pontos.

2 METODOLOGIA

Iniciamos com a construcdo do modelo Preador-Presa e, portanto, vamos defi-
nir as variaveis do modelo. Sejam t a variavel independente que representa o tempo,
x a variavel dependente do tempo ¢ que representa a populacdo de presas € y a
variavel dependente do tempo ¢ que representa a populacdo de predadores. Neste
modelo simplificado, consideramos que os predadores da populagao y se alimentam,
exclusivamente, das presas da populacao =, enquanto que as presas se alimentam da
natureza. Além disso, fazemos as seguintes hipéteses:

» Se nao houver predadores, a populacao de presas deve aumentar ao longo do
tempo, a uma taxa proporcional a populacgao atual. Matematicamente, descreve-
mos por: dz/dt = ax, no qual a € R*, quando y = 0;

» Se nado houver presas, os predadores deveram ser extintos ao longo do tempo.
Matematicamente, descrevemos por: dy/dt = —cy, para ¢ € R*, quando = = 0;

» 0 numero de encontros entre predadores e presas deve ser proporcional ao pro-
duto das duas populacdes. Cada encontro tende a promover o crescimento da
populacao de predadores e diminuir o crescimento da populacao de presas, que
é descrito, respectivamente por yzy e —axy, para v,a € RT.

O modelo matematico € descrito por um sistema de equagdes diferenciais (SED) or-
dinarias nao lineares, Equacéao 1, que sdo chamadas de equacdes de Lotka-Volterra,
(BOYCE; DIPRIMA, 1999).
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Z—j = z(a — ay)

. (1)
y — —

5 = z(—c+yx)

Vamos considerar o caso particulara =1, a = 0,5, c = 0,75 e v = 0,25. Assim, temos
um caso particular das equacoes de Lotka-Volterra, que esta descrito pela Equacao 2.

d

d_f =z —0,5zy = F(z,y)

d (2)
d_i — 0,75y + 0,250y = G(z,y)

Este SED é n&o linear e ndo pode ser resolvido analiticamente. Nossa proposta € en-
contrar os pontos criticos do sistema e estudar as solugcées proximas a esses pontos.

Iniciamos observando que o SED é um sistema classificado como auténomo,
ou seja, a variavel independente ¢ ndo aparece explicitamente. Quando um sistema
possui essa caracteristica, é possivel determinar o campo de diregbes do sistema,
que é apresentado pela Figura 1a, no qual o eixo horizontal representa a populagcéo
de presas (x) e o eixo vertical a populagao de predadores (y).

Figura 1: Campo de diregbes e trajetorias

(a) Campo de diregbes (b) Trajetorias
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Fonte: Os autores.

Por inspecao, na Figura 1a percebemos que campo de direcbes apresenta dois
possiveis pontos criticos, que sdo o ponto (0,0) e o ponto (3,2). Para comprovar a
nossa hipétese, efetuamos os calculos. Os pontos cricitos, quando existem, ocorrem

ao anular as derivadas (variacdes nulas). Os célculos sdo apresentados pela Equacéao
3.
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() =0 r—0,5zy =0 ou (z,y) = (0,0)

{ J(t) =0 ;‘{ 0,75y 4+ 0,25y =0 :’{ ou (z,y) = (3,2) - (3)
Quando é conhecido no numero de predadores (y) e de presas (x) em um certo ins-
tante de tempo, que podemos atribuir a ¢ = 0, essa informacéo se reflete em um par
ordenado sobre o dominio representado pela Figura 1a. Com o passar do tempo (¢
aumentando) esse par ordenado ira se mover conforme os vetores de direcao estao
indicando e o local por onde ele passara € chamado de trajetéria. Entretanto, apenas
com o campo de direcées, nao fica claro que se a trajetéria sera uma curva fechada ou
em forma de espiral. Se for espiral, pode convergir para dentro, em direcdo ao ponto
critico, ou se afastar. O sistema predador-presa em equilibrio gera curvas fechadas.

Agora, nosso objetivo € caracterizar o comportamento das solu¢gées do SED
proximo aos pontos criticos, observando suas trajetérias. Para estudar o comporta-
mento proximo a cada um dos pontos criticos, vamos utilizar uma aproximacao linear
local, que pode ser obtida utilizando a matriz Jacobiana. A partir da Equacéo 2 po-
demos verificar que a matriz Jacobiana J, aplicada no ponto (z,y), da transformada
(z,y) — (F(z,y),G(z,y)) é a EQuacao 4.

_ Fx(l',y) Fy(x7y> _ 1_075y —0,51’
J(z,y) = { Go(z,y) Gy(z,y) | | 0,25y —0,75+0,25z (4)

Utilizando a matriz Jacobiana, o campo de vetores, representado na Figura 1a, pode
ser aproximado em um ponto (z*, y*) por

e | ], )

v

parau = (xr—z*) e v = (y—y*). Analisando a regido préxima a origem, (z*,y*) = (0,0)
obtemos a equagao matricial

' 1 0 U
{v’}:[o —0,75}lv}’ (6)
J(0,0)

A matriz Jacobiana J(0,0) possui autovalores \; = 1 e A\, = —0,75 e definem, res-
pectivamente, as autofungdes & = [1 07 e & = [0 1]7. A solucdo geral da Equacao
6 6 [z y]T = C1& et + Cr&e "™ Da literatura, sabemos que esse tipo de solucdo é
instavel, ou seja, ao “largar um ponto” préximo a origem, com o passar do tempo, esse
ponto tende a se afastar, (ANTON; 3, 2012). Lembramos que essa solucao representa
as trajetérias préximas a origem (0,0), veja Figura 1b. Faremos um estudo similar no
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ponto critico (3,2). Considerar (z*, y*) = (3,2) na Equagéo 5. Obtemos a Equagéao 7.

{Z:}:[o% _35]{5] 7)

J(3,2)

Fazendo o estudo dos autovalores da matriz J(3,2), obtemos como resposta os au-
tovalores complexos \; = v/3i/2 e A, = —+/3i/2. As respectivas autofungbes séo
& =[1 —i/V3Te& =[1i/v3]T. Os autovalores sdo complexos puros, isto &, ndo
possuem a parte real. A solugdo geral da Equacao 7 € da pela Equacgéao 8.

T Ccos (%gt) sen (?t)
{ Yy } I V3 -1 V3 ' (8)
3 Sen (775) 75 Cos (Tt>

Da literatura, sabemos este tipo de solugdo é estavel (curvas fechadas), (ANTON;

3, 2012), ver Figura 1b. Entao, préximo ao ponto critico (3,2) existe uma regiao de
estabilidade.

+C

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Podemos verificar que foi possivel estudar localmente os pontos criticos do sis-
tema utilizando a matriz Jacobiana. Foi feito, de fato, uma aproximacao local. A Figura
1b mostra as trajetorias do SED estudado, incluindo as trajetérias locais préximos aos
pontos criticos estudados. As equacdes de lotka-Volterra sdo bem conhecidas e total-
mente resolvidas.

4 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho tem como objetivo melhorar o entendimento sobre a matriz Jaco-
biana, assim como despertar o interesse em aplica-lo em problemas mais sofisticados.
Além disso, apresentar uma aplicacao de equagdes diferenciais ordinarias, que € estu-
dado nas disciplinas de Célculo dos cursos de exatas e, em particular, as engenharias.
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